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RESUMO

As equacdes diferenciais e em diferencas tém vasta aplicacdo a fenémenos fisicos,
bioldgicos e na engenharia, e podem se tornar uma poderosa ferramenta para explicar
fendbmenos econdmicos e financeiros. Modelos econémicos sédo construidos a partir
da intuicdo sobre fatos estilizados e outras situacBes observados na histéria do
pensamento econdmico, acontecidos em diversas economias, e sao utilizados para
determinar politicas publicas e destinos no desenvolvimento dos paises. Dada sua
relevancia, foram utilizados elementos dessas equacdes para analisar um fenémeno
importante na teoria macroecondmica. Usando uma metodologia exploratéria na
literatura, buscou-se conceituar e caracteriza-las, aplicando solu¢cdes no modelo de
interacdo entre desemprego e inflacdo, conhecido como Curva de Phillips. A analise
do fenbmeno mostrou que, embora a premissa béasica tenha partido de observacao
numa analise estatistica, dados insuficientes ou ausentes tornariam o trabalho custoso
ou impossivel de ser realizado mostrando, assim, a superioridade na determinacao do
equilibrio dindmico do fenbmeno, quando se faz uso de equacdes diferenciais e em
diferengas, sua analise e solucdes.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais, Equacdes em diferencas, Inflagéo,
Desemprego, Relacao de Phillips.

1. INTRODUCAO

As equacdes diferenciais e em diferencas, além da vasta aplicacdo a
fenbmenos fisicos, biolégicos e na engenharia, podem também se tornar uma
poderosa ferramenta para explicar fenbmenos econdémicos e financeiros. Embora o
arsenal seja bastante amplo, para certas aplicacdes nessas areas, bastam equacoes

de ordem parcimoniosa para que os modelos tedricos sejam amparados.
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Os fendbmenos dindmicos em economia se apresentam como variaveis ao
longo do tempo, como taxas de desemprego, taxas de inflacdo ou de crescimento do
Produto Interno Bruto — PIB, além do outras grandezas. E possivel analisar esses
fenbmenos através do ferramental disponibilizado por essas equacdes. No entanto,
como a variavel tempo é geralmente tratada como discreta, as equacdes de diferencas
frequentemente expressam mais adequadamente as relacbes econbmicas, que as
equacOes diferenciais (YAMANE, 1972).

Os manuais de referéncia nos cursos de graduacao que aplicam elementos
de matematica pura aos problemas, em diversas areas, se beneficiam do campo de
estudo das equacdes diferenciais e em diferencas por este ja se encontrar
sedimentado. Isso faz com que seu uso promova confianga na aplicacdo dos
resultados e, assim, a implementacdo seja facilitada e compreendida por uma
audiéncia com treinamento adequado.

Do ponto de vista prético, os usos dessa ferramenta j4 estavam inseridos no
contexto de analises de areas de estudo como a economia e finangas, porque muito
embora a andlise didatica se valha de analises estaticas e comparativas, no mundo
real, praticamente todos os fendmenos econdmicos e financeiros sdo dependentes do
tempo e, mesmo os indexados no espaco, precisam da dimensao “tempo” para que
seus efeitos sejam analisados. Portanto, é imprescindivel que uma andlise dinamica
se apresente para fazer sentido a aplicacdo e sejam mostrados os resultados, por
exemplo, de uma série temporal de aprecamento de acfes, da taxa de desemprego
ou nivel de producao industrial, em uma economia.

Para tanto, este trabalho busca utilizar os elementos de matemética
necessarios para analisar um fendmeno importante na teoria macroecondmica e, para
isso, buscar-se-a aplicar equacdes diferenciais e equacdes em diferencas no modelo
de interacdo entre desemprego e inflagdo, como seu objetivo geral. De forma
subjacente, acrescentar-se-a algum significado econdmico aos resultados, que séo
provenientes da teoria econémica, de fatos estilizados e de contextos especificos nos
periodos histéricos numa economia que, porventura, venha a experimentar o
fenbmeno.

Junto a este objetivo, além desta introducéo, o trabalho esta organizado de
modo a buscar conceituar e caracterizar as equacoes diferenciais e em diferengas, no
que seja necessario para aclarar a direcdo da apresentacdo. Em seguida, sera

necessario explicitar os principais métodos de resolucdo das solugcdes, no cabem a



analise. Na secdo consecutiva, apresentaremos os fenbmenos da inflacdo e do
desemprego, bem como sua relacéo e, por fim, apresentaremos a solu¢cdo de modelos
macroecondmicos tedricos aplicando equacdes diferenciais e de diferencas, focando

seu aspecto matemaético e interpretacdes econémicas.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. Metodologia

Para esta pesquisa, seguiremos a classificagcdo conforme Gil (2019). Desta
forma, a pesquisa ora idealizada atendera a finalidade de ser uma pesquisa aplicada
pois, segundo o autor, estudos deste tipo tém a finalidade de resolver problemas no
ambito das sociedades em que os pesquisadores vivem.

A pesquisa serd também exploratdria, ja que tem como propdésito proporcionar
maior familiaridade com o problema, com vistas a torna-lo mais explicito ou construir
novas hipoteses. Além disso, havera coleta de dados através de um levantamento
bibliografico, o que destaca a intencdo de uma pesquisa bibliografica e, segundo a

natureza dos dados, sera quantitativa (GIL, p. 26, 2019).

2.2. Elementos dateoria das equac¢fes diferenciais

Segundo Figueiredo & Neves (2010), o estudo das equacdes diferenciais tem
seu inicio datado no final do século XVII, em decorréncia de problemas da fisica
perseguidos pelos criadores do calculo: Newton e Leibniz. A preocupagdo em torno
da solucéo desses problemas mirava a obtencéo de solugdes explicitas das equacdes
e, incialmente, procurava-se expressar as solucbes em termos de funcdes
elementares, utilizando métodos que reduziam os problemas ao calculo de primitivas,
cujo processo era chamado de quadratura (idem, p. 1, 2010).

Ainda segundo os autores supracitados, o rigor que a (disciplina) Analise
apresentava ao longo do século XIX, pds a prova alguns métodos e operagdes que
faziam uso das séries de funcdes. Além desse fato, houve o surgimento dos
importantes teoremas de existéncia e unicidade de solu¢des, marcando o inicio da
fase moderna.

Formalmente, tendo uma aplicacdo f: U — R", definida em cada ponto (¢, x)

de um aberto U de R x R = R"*!, dizemos que



X =f(tx) (2.2.1)

€ uma equacédo diferencial ordinaria — EDO em R" definida por f (DOERING &
LOPES, 2010). Da mesma forma, estes autores afirmam que uma solucao da equacgao
diferencial ordinaria mencionada, as vezes denominada curva integral da equacéo, é
um caminho x : I — R" definido e derivavel num intervalo I de R, com grafico

inteiramente contido em U, e velocidade determinada por f, tal que, paracadat €I,

(tx(®)eU e x@) =f(tx()). (2.2.2)

Considerando que podemos fixar um ponto (ty, x,) € U, sendo que x: I - R"
de x' = f(t,x) ecomo t, € I e x(ty) = x,, dizemos que tal solucdo satisfaz a condicéo
inicial x(t,) = 0. Esta condicdo também é conhecida como o Problema de Valor Inicial

— PVI, da seguinte forma
x' = f(t,x),x(ty) = xo. (2.2.3)

Conforme Doering & Lopes (2010), a existéncia de solucdes de equacdes
diferenciais em R™ é garantida pela continuidade de f. Seguindo o que descrevem
Figueiredo & Neves (2010), a forma geral das equacdes diferenciais ordinarias
lineares de primeira ordem é do tipo

x=p(t)x +q(t),3 (2.2.4)
onde p:(a,b) > R e q:(a,b) » R sdo funcbes reais continuas definidas em um
intervalo aberto (a,b). Assim, uma funcdo x:(a,b) > R é uma solucdo de uma
equacdao destacada acima, se ela for diferenciavel e satisfazé-la.

A literatura de equacbes diferenciais sempre mostra que no estudo de
equacOfes dessa natureza, necessariamente, aparecerem dois problemas
considerados basicos, quais sejam, obter a solucdo geral, com uma expressao que
englobe todas as duas solucdes e a obtencao da solucdo de um PVI

{56 =p(O)x + q(t)
x(to) = x¢

onde t, € (a, b) e x, sao dados iniciais (FIGUEIREDO & NEVES, 2010).

: (2.2.5)

Considerando esta equacdo (2.2.5), assumindo que q(t) = 0, e o PVI

correspondente a

~ . d . . ~ s ., .
8 A notagdo x = d—’t‘ , designando a derivada de x com relacdo a variavel independente t.



{’k =p(O)x (2.2.6)

x(to) = xo’
0s quais podem ser estudados de modo semelhante e, assim, a solucdo do PVI

homogéneo em (2.2.6) sera dado por
x(t) = xoefttop(s)ds. (2.2.7)

Assim, a resolucao do PVI (2.2.5), no caso geral, é feita com o uso do Fator

Integrante u(t) e, para determina-lo, procedemos a seguinte forma:

w®)(x — p(®)x) = p)q ) (2.2.7)
(i~ p(O) = o () = fix + px (2.2.8
ix = —up(Dx = E - (2.2.9)

= S = —p() (2.2.10)

(2.2.11)

= In(p = —fp(s)ds
= u® = —eftto p(s)ds _ e ttop(s)ds_ (2.2.12)

Chamando T(t,t,) = elio PS5 T(t,s) = T(t, ty)T(ty,s) , temos que a expressio
para a solugao do problema de valor inicial (2.2.5), que se torna

x(t) = T(t, to)x + fti)T(t,s)q(s)ds, (2.2.13)
férmula esta conhecida como férmula de variacdo das constantes, onde também foi
admitido que a solucao existe.

Seguindo na coleta das ferramentas necessarias para atingir nosso objetivo,
€ imprescindivel levantar o papel das equacdes diferenciais de segunda ordem. Simon
& Blume (2004) reconhecem que a classe das equacdes diferenciais de segunda
ordem com coeficientes constantes € a mais importante classe de equacdes das
ciéncias fisicas, a qual deriva do fato de surgirem naturalmente em tais aplicacdes,
devido ao termo da aceleracédo na Lei de Newton e também do fato da linearidade
dessas equacdes aparecerem naturalmente em modelos, dada a simplicidade e o
papel como aproximacfes em equacdes nao-lineares.

Consideremos, entdo, uma equacdo homogénea de segunda ordem numa

forma geral, assim escrita
ay + by +cy =0. (2.2.14)
Tomando a = 0, a equacéo (2.2.14) se torna uma equacao linear de primeira ordem,

cuja solucédo pode ser escrita como y = e"t. Acompanhando a notagdo de Simon &



Blume (2004), para encontrar tais solucées, é possivel representar y = e,y = re’t e

y = r2e™ na equacdo (2.2.14), cuja substituicdo a torna

ar?e™ + bre" + ce™ = e (ar? + br + ¢) = 0. (2.2.15)
Da equacédo (2.2.15), vemos que e # 0, tornando este termo uma solucéo da
equacdo (2.2.14) se, e somente se, r satisfizer a equacéo (ar? + br + ¢) = 0, que é
uma equacdo quadratica conhecida como equacdo caracteristica de (2.2.14). E

comum utilizarmos a férmula de resolucdo das equacdes quadraticas para obter suas

raizes
—b +Vb? — 4ac (2.2.16)
r =
2a ’

cuja conveniéncia nos leva a uma regra de decisdo com trés possibilidade para
encontrar suas solucdes. Ou seja, a equacao tera

e Duas raizes reais distintas se b? — 4ac > 0,

e Duas raizes iguais se b? —4ac =0 e

e Duas raizes complexas, quando b? — 4ac < 0.

O exame desses trés casos pode ser apresentado em teoremas cujas provas

podem ser encontradas em livros textos classicos, como em Doering & Lopes (2010),
Figueiredo & Neves (2010), Zill & Cullen (2001), Simon & Blume (2010), Chiang &
Wainwright (2006), entre outras possibilidades no arsenal das equagdes diferenciais

ordinarias.
2.3. Elementos dateoria das equagdes em diferencas

Os célculos matematicos frequentemente sdo baseados em equacdes que
nos permitem calcular o valor de uma funcdo, recursivamente, a partir de um
determinado conjunto de valores. Tal equacédo é chamada de equacédo de diferenca
ou equacao de recorréncia. Essas equacdes ocorrem em Varios cenarios e formas,
tanto na propria matematica quanto em suas aplicacfes a estatistica, computacao,
analise de circuitos elétricos, sistemas dinamicos, economia, biologia e outros campos
(KELLEY & PETERSON, 2001).

Uma sequéncia € uma funcédo cujo dominio € o conjunto de inteiros e,
geralmente, consideram-se as sequéncias cujos dominios séo inteiros ndo negativos

(MICKENS, 2015). O membro geral de uma sequéncia pode ser denotado por y; e a



notacdo {y,} é usada para representar a sequéncia yy,vy,V,, ... Uma regra de

formacéo pode ser suposta da forma

Yik+n} = F(k; Y{k+n—1};Y{k+n—2};---;Yk)' (2.3.1)

onde F é uma funcédo bem definida de seus argumentos.

Para Mickens (2015), uma equacdo de diferengca comum é uma relacédo da
forma dada por equacéo (2.3.1) acima e, em geral, espera-se que ocorram equacoes
de diferenca sempre que o sistema em estudo depende de uma ou mais variaveis que
podem assumir apenas um conjunto discreto de valores possiveis. Além disso,
Yamane (1994) lembra que as equacfes a diferencas podem ser definidas de modo
semelhante as equacdes diferenciais.

Considerando um exemplo em Mickens (2015), o autor sugere uma equagao

diferencial na forma

% = (y, ©), (2.3.2)

onde f € uma funcdo que dependem de y e t, e ndo pode ser integrada na forma
fechada, em termos de funcdes elementares. Para continuar o procedimento, o
mesmo autor faz uso de um esquema simples para determinacdo de uma solugao
numeérica.

Em primeiro lugar, considera-se um t, = (At)k, onde o At € um intervalo
fixado em t e, k, um conjunto de inteiros. Em seguida, substitui-se a derivada em
(2.3.2) por uma aproximagéo, levando a

dy®) _ y(E+AD)—t®) _ Yi+1-Vi (2.3.3)
dt At A ’

Onde y, € uma aproximacao para a solucao exata da equacéo (2.3.2), quando t = ty.

Ou seja,

Vi = y(te). (2.3.4)

Assim, fechando a apresentacao, é feita a substituicdo de f(y,t) = f[yr, (At)k] na

equacao (2.3.2), levando ao resultado conhecido como Método de Euler

Vie+1 — Yk 2.3.5
— = e (A0K] (2:3.5)



Yi+1 = Vi T (A0) fyr (At)kK]. (2.3.6)

Focando especificamente na forma geral de uma equacdo em diferencas

linear de primeira ordem, podemos considerar a seguinte especificacao

Vir1 — DYk = i (2.3.7)

onde p; e q; sao funcdes e, caso g, = 0, a equacao (2.3.7) se torna homogénea,
tendo sua solucdo geral composta de uma solucdo da equacdo homogénea e
qualquer solucao particular da equacao ndo homogénea.

Ainda considerando a equacgao (2.3.7) acima, para caminharmos em direcao
de uma formulacdo de solucéo geral, € comum estabelecer um valor inicial para y;.

Isto posto, podemos ver que

V2 = P11
Y3 =2y
o (2.3.8)

YVk-1 = Pr-2Yy—2
Yk = Pk-1Yk-11

cuja generalizacao culmina em

Yk = Y1P1P2P3 *** Pk—2Pk-1
i (2.3.9)
Ye =N 1_[ bi-
i=1

Lembrando que y, pode receber um valor arbitrario, isso nos leva a reconhecer a
equacao (2.3.9) como a solugéo geral da equacéao (2.3.7).

Na situacdo de a equacdo (2.3.7) ndo ser homogénea, Mickens (2015) inicia o
procedimento para encontrar a solucao dividindo ambos os lados da equacéo por

K p;. Assim, teremos:



i (2.3.10)

Assim, a solucdo geral da equacéo (2.3.7) sera a soma da solugcdo homogénea e

particular
k-1 k-1 k-1 i -1
we=al [oe ([Tn) 2| ([Tn) | @2
i=1 i=1 i=1 r=1

com A sendo uma constante arbitraria.

2.4. Contexto da analise matematica do fenbmeno econdmico

Pensadas como ferramentas, tanto as equacfes diferenciais como as
equacdes a diferencas podem ajudar na avaliagdo de um dos conceitos econémicos
mais amplamente utilizados na analise moderna do problema da inflagdo e do
desemprego, conhecido como Curva de Phillips (CHIANG & WAINWRIGHT, 2006).
Segundo estes autores, em sua formulacao original, essa relacdo retrata uma relacao
negativa obtida empiricamente entre a taxa de crescimento da renda salarial e a taxa
de desemprego. A partir desta constatacdo, € possivel estruturar modelos de
equacdes no tempo discreto e continuo.

Ao longo da historia do pensamento econémico (doravante HPE), a analise
econdmica fez uso do ferramental estatico, principalmente para fins didaticos. Em um
modelo estatico, o problema, em termos gerais, é encontrar os valores das variaveis
endogenas que satisfacam alguma condicéo de equilibrio especificada e, aplicado ao

contexto de modelos de otimizacgéo, a tarefa passaria a busca de valores das variaveis
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gue maximizem ou minimizem uma funcéo-objetivo, considerando a condicdo de
primeira ordem, como condicéo de equilibrio (CHIANG & WAINWRIGHT, 2006).

Por sua vez, quando se trata de modelos dinamicos, os problemas envolvem
0 esboco de trajetdrias temporais de alguma variavel, tendo como base um padrdo de
variacdo conhecido (CHIANG & WAINWRIGHT, 2006). Da mesma forma, os autores
supracitados ddo um passo a mais na explicacdo do que seria uma dinamica, para
tratar os fenbmenos em economia. Eles relatam que o termo dinamica, aplicado a
andlise econbmica, recebeu diferentes conotacdes ao longo da HPE e, mais
recentemente, passou a ser referéncia no tipo de analise que busca determinar se,
dado um tempo suficiente, as variaveis envolvidas tenderdo a convergir para certos
valores que possivelmente podem chegar ao equilibrio.

O que torna este tipo de analise mais notavel, continuam Chiang & Wainwright
(2006), é que a analise dinamica destaca a datacdo das variaveis, pondo em evidéncia
a consideracdo do tempo. Assim, tal fato pode ser visto de duas formas, o tempo
também é considerado como variavel continua ou mesmo discreta, levando a outras
formas de analise. Por exemplo, no tempo continuo, alguma coisa esta acontecendo
com a variavel em cada ponto no tempo, tal como acontece com a taxa de juros
compostos continuos, ao passo que, vendo o tempo no aspecto discreto, a variavel
sofre uma variagdo apenas uma vez dentro de um intervalo de tempo. Chiang &
Wainwright (2006) complementam que um desses conceitos de tempo pode ser mais

adequado que o outro, dependendo do contexto experimentado.
2.5.A teoria macroecondmica por tras do fenbmeno

Os modelos econdmicos sugeridos, estudados e experimentados
empiricamente, ao longo dos anos, em diferentes nagdes, partiram da intuicdo do
pensador econdémico. Os resultados dos estudos e experimentos fizeram parte do
ferramental de politica econémica dos paises e formaram bases metodoldgicas para
gue mais testes fossem realizados.

Blanchard (2017) levanta uma questdo importante ao trazer a luz as trés
dimensdes da atividade econbmica agregada, quais sejam, o crescimento do produto,
a taxa de desemprego e a taxa de inflagcdo, e mostra como estas variaveis econémicas

dado sustentacdo ao surgimento da Lei de Okum#. Com mostra o autor, a intuicdo

4 Arthur Okun foi uma economista estadunidense e conselheiro do presidente John F. Kennedy na
década de 1960 (Blanchard, 2017, p.58).
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sugere que, se o crescimento do produto for elevado, o desemprego sera reduzido, e
gue este fato tem uma verdade econdmica logica. Essa relacéo ficou conhecida como

a lei de Okun mas, na verdade, a lei a que se referem os textos é uma regularidade

empirica.
Figura 1: Variacdes na taxa de desemprego versus crescimento nos Estados Unidos,
1960-2014.
4 —
o
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Fonte: Blanchard, 2017.

Como se pode ver na Figura 1, acima, as coordenadas coletadas formam uma
nuvem de pontos que acompanham as dimensfes das variaveis crescimento do PIB
e variacdo da taxa de desemprego. Como bom observador e com treinamento
matematico, Okum percebeu a correlacdo e a possiblidade de fazer um ajuste de
regressao sobre a nuvem, cuja linha de regresséo é negativamente inclinada. Isto foi
o suficiente para se tirar algumas conclusdes. Por exemplo, que havia uma estreita
relacdo entre as duas variaveis: maior crescimento do produto leva a uma diminui¢céao
do desemprego e que, por isso, 0 desemprego aumenta nas recessfes e diminui nas
expansdes, implicando que a chave para reduzir o desemprego é uma taxa de
crescimento suficientemente elevada (BLANCHARD, 2017).

Outra constatacdo importante é que a linha de regressao aplicada a nuvem
de pontos atravessa o eixo horizontal no ponto em que o crescimento do produto &
aproximadamente igual a 3%. Economicamente falando, é necesséario que uma taxa
de crescimento se mantenha neste patamar para que o desemprego se estabilize, o
que pode ocorrer por duas razbes. Segundo Blanchard (2017), a primeira € que a
populacao, e assim a forca de trabalho, aumenta ao longo do tempo, de modo que o
emprego deve crescer ao longo do tempo apenas para manter constante a taxa de
desemprego. A segunda € que o produto por trabalhador também se eleva com o
tempo, o0 que implica que o crescimento do produto é superior ao crescimento do
emprego. Entdo, pode-se concluir que o crescimento do produto deve ser igual a 3%

apenas para manter constante a taxa de desemprego (BLANCHARD, p.59, 2017).
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No mesmo sentido, a conhecida Lei de Okun implica que, com um crescimento
suficientemente forte, € possivel reduzir o desemprego a niveis muito baixos.
Entretanto, como continua Blanchard (2017), a intuicdo sugere que, quando o
desemprego diminui muito, a economia tende a superaquecer, provocando uma
pressdo ascendente sobre a inflacdo, corroborando, em grande medida, com mais
uma verdade econdmica légica. Percebido este fato, essa relacéo foi explorada e se
tornou conhecida como a Curva de Phillips®, que traca a taxa de inflacdo contra a de
desemprego. Desde entéo, a Curva de Phillips foi redefinida como uma relacao entre

a variacdo da taxa de inflagédo e a taxa de desemprego (BLANCHARD, p.59, 2017).

Figura 2: VariagBes na taxa de inflagdo versus a taxa de desemprego nos Estados Unidos,
1960-2014.

Variacao na taxa de inflacdo
(pontos percentuais)

Desemprego (percentual)
Fonte: Blanchard, 2017.

Dada a devida atencdo a Figura 2, é possivel chegarmos a mais duas
conclusdes: a linha de regresséo desenhada na nuvem de pontos ainda tem inclinacao
negativa, mas ndo se apresenta tdo ingreme quanto no caso da ocorréncia da Lei de
Okum. Entretanto, ainda € possivel dizer que, em média, o desemprego mais elevado
leva a uma diminuicdo da inflacdo e que uma taxa de desemprego menor estimula um
aumento da inflacdo, uma verdade l6gica econbémica que sO pode ser corroborada
acontecendo em um patamar meédio, porque a literatura macroecondmica tem
mostrado casos em que uma alta taxa de desemprego vem associada a alta da
inflacdo (BLANCHARD, 2017).

5 Esta relacéo foi percebida pela primeira vez em 1958 pelo economista da Nova Zelandia A. W. Phillips.
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O segundo ponto a ser observado, continua o autor, € que a linha atravessa
0 eixo horizontal no ponto em que a taxa de desemprego é de aproximadamente 6%,
implicando dizer que quando o desemprego fica abaixo dos 6%, a inflagdo tem
aumentado, sugerindo que a economia pudesse estar superaguecida, operando
acima de seu potencial. Além disso, quando o desemprego se apresentava acima
daquele patamar, a inflacdo tinha diminuido, sugerindo que a economia operava
abaixo do potencial. Por isso, conclui o autor, a relacdo néo se fazia suficientemente
firme para que a taxa de desemprego em que a economia sofria superaquecimento
pudesse ser fixada precisamente (BLANCHARD, p.60, 2017).

2.6. Tratamento mateméatico de modelos da curva de Phillips

Como foi esclarecido, a Curva de Phillips, na verdade, € uma “relacdo”
estabelecida entre a taxa de inflagdo e a taxa de desemprego®. Originalmente, tal
relacdo confronta a taxa de crescimento da renda salarial e a taxa de desemprego,

encontrando uma relagédo negativa empirica. Economicamente, temos que
w=fU) com f'(U)<O, (2.6.1)

onde w denota a taxa de crescimento da renda salarial W, com w = W /W e U sendo
a taxa de desemprego, o que nos forca a anunciar que esta relacdo pertence a
construcdo econdmica chamada mercado de trabalho.

Nesta construcao, Chiang & Wainwright (2006) adapta a relacéo de Phillips para
uma funcéo que liga a taxa de inflacdo a taxa de desemprego, configuracao justificada
pelo fato de a remarcacao de precos ser amplamente utilizada, de modo que, quando
w > 0, vai refletir o custo crescente da renda salarial acarretando, necessariamente,
implicacdes inflacionarias. Assim, este fato faria da taxa de inflagdo, assim como w,
uma funcéo de U.

Da mesma forma, pressdes inflacionarias para quando w > 0 podem ser
compensadas por um aumento na produtividade do trabalho, T, que vai ser admitida
como exogena. Além disso, o efeito inflacionario pode se materializar somente até o
ponto em que a renda salarial crescer mais rapidamente do que a produtividade
(CHIANG & WAINWRIGHT, 2006).

6 Phillips, A. W. The relationship between unemployment and the rate of change of money wages in the United
Kingdom, 1861-1957. Economica, p. 283-299, nov. 1958.
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Dessa feita, considerando a taxa de crescimento do nivel geral de pregos, P, por

p, isto é p = P/P, teremos a seguinte notac&o
p=w-—T. (2.6.2)

A primeira forma da Curva de Phillips que serd considerada é a combinacdo da
Equacéo (2.6.1) na Equacéo (2.6.2), feita pela ado¢éo da versao linear da funcéo f(U).

Tal adaptacdo decorre que
p=a— w-—pT, (2.6.3)
coma,f > 0.

Considerando, agora, a versdao da curva de Phillips com expectativas
aumentadas, isso implica um acréscimo do termo m¢, como a taxa de inflagdo
esperada, a Equacédo (2.6.3). Esta proposta foi implementada por Friedman (1968), o
qual identificou que, se uma tendéncia inflacionaria se mantiver em efeito por um tempo
suficiente, as pessoas estardo propensas a formar certas expectativas de inflacdo que,
entdo, tentam incorporar as demandas de renda salarial (CHIANG & WAINWRIGHT,
p. 511, 2006). Assim,

w = f(U)+ gnr°®. (2.6.4)
Pensado a forma de Friedman (1968), também w = f(r) e, incluindo na Equagéo
(2.6.3), a nova especificacdo se torna
p=a—w-—pU+ gn°, (2.6.5)
sendoque 0 < g < 1.

O fato de introduzirmos uma nova varidvel a equacdo forca-nos a propor
hipoteses sobre como as expectativas de inflacdo séo especificamente formadas,
lembra Chiang & Wainwright (2006), obrigando a adocédo da hipotese das expectativas

adaptativas, traduzida pela equacao

dmn®
), @255)
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com que 0 < j <1, que descreve o padrdo de variacdo da grandeza m ao longo do
.. dm® .

tempo. Aqui, € importante perceber que, se p > ¢ = d—”t > 0. Reciprocamente, se p

ficar abaixo de ¢, entdo ¢ é revisada na dire¢cdo da reducéo.

Considerando, neste ponto, o retorno da inflacdo para o desemprego por meio
e uma politica monetéria, Chiang & Wainwright (2006) denotam o equilibrio da moeda

nominal por M e sua taxa de crescimento por m = M/M. Assim, teremos que

du

com k > 0 e lembrando que, da mesma forma, a expressado (m — p) representa a taxa
de crescimento da moeda real, chagamos a
M P
Mm—p=—— =—="Ty—1Tp =T/M\. (2.6.8)
PmM P ™M)
Com isso, fica evidenciado que a Equacéao (2.6.7) estabelece que dU/dt se relaciona

negativamente com a taxa de crescimento do equilibrio de moeda real.

Para retratar a trajetoria temporal de 7€, Chiang & Wainwright (2006) mostram
que as Equacdes (2.6.5), (2.6.6) e (2.6.7) constituem um modelo fechado nas variaveis
taxa de inflagdo esperada, m¢, taxa de crescimento do nivel geral de precos, p, e taxa
de desemprego, U. Mas, caso duas, das trés variaveis fossem eliminadas, seria
possivel aglutind-las no mesmo modelo, formando uma Unica equacéo diferencial de
uma variavel. Focando em ¢, os autores procedem com a substituicdo da Equacéo
(2.6.5) na (2.6.6) para obter

dm®
dt

Agora, é preciso criar o termo dU/dt, diferenciando-se a Equacédo (2.6.9) em relacao

=jla— w—BU) —j(1 - g)me. (2.6.9)

a t, surgindo assim a expressao, no resultado da operacdo. Assim,

dzn.e e

du dr
T —j— [3% —j1-g) o (2.6.10)

Fazendo-se a inclusdo da Equacgédo (2.6.7) nesta ultima, resulta em

2.e e

. . . dm
o —jBkm — jBkp — j(1 — g) I

(2.6.11)



16

Ainda temos o inconveniente da persisténcia da variavel p, que precisa ser eliminada.
Com isso, € importante lembrar que, da Equacéo (2.6.7), uma manipulacao algébrica

ajuda a chegamos em

_1d7re
P=idr

+ e, (2.6.12)

Dessa forma, ap0s algumas substituicdes nas equacgdes, temos a equacao diferencial

desejada dependendo apenas da variavel ¢, com a seguinte especificacdo

2. e
gz TPk + J('x(l —Pl -t (ifk) (g =j/3§m- (2.6.11)

Tendo a Equacéo (2.6.11) posta, a solucdo particular € dada por

e B _jBkm _

Mpart = a_z =gk m, (2.6.12)

0 que implica dizer que o valor do equilibrio intertemporal da taxa de inflacdo esperada

depende, exclusivamente, da taxa de crescimento da moeda nominal. Além disso,

1
r, T, = §<_a1 + /af - 4a2>, (2.6.13)

com a4, a, > 0. Ponto importante mencionado por Chiang & Wainwright (2006) € que

como se sabe

todos os trés casos de raizes caracteristicas podem surgir, quais sejam, raizes
distintas, raizes reais repetidas ou raizes complexas. De toda forma, concluem, o

equilibrio intertemporal revelara ser dinamicamente estavel.

No tempo discreto, 0 mesmo pode ser apresentado como um modelo de
equacdes em diferencas, utilizando as mesmas pressuposicdes e hipéteses do modelo
econdmico. Assim, a relacao de Phillips com expectativas aumentadas, o modelo com

expectativas adaptativas e a politica monetaria, formam o conjunto de trés equagdes

pr=a—T—=BU+ gng, [a,f>0<g<1] (2.6.14)

Mier — ¢ = j(oe — mE),  [0<j<1] (2.6.15)

Upgr — Up = —k(m —peyr), [k >1], (2.6.16)
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equacles tais que compdem a nova versdo do modelo que relaciona inflacdo e

desemprego.

Com isso, procedendo a analise, temos que tomar a primeira diferenca de p;,

segundo o qual

Apt = Pry1— De
Peor=a— T —BUpq + gngyy. (2.6.17)

Isto faz com que a Equacgéao (2.6.14) se torne

Pes1— Pt = —LWer1 — Up) + gniyq (2.6.18)
Pe+1 — Pe = Bk(m —peyr) + gj(pe — 7f). (2.6.19)

Além disso,
g =p;—(a— T) + BU,, (2.6.20)

que, fazendo a substituicéo, teremos

A= BE)perr —[1—jA = glp, + jBU, = Bkm j(a —T). (2.6.21)

Para eliminar U, calculamos a diferenca na Equacéo (2.6.21), para obtermos o termo
(Us+1 — Uy) e utilizé-lo na Equacéo (2.6.16), o que nos leva a Equacédo de diferencas

apenas na variavel p, assumindo a especificacdo

14+gi+A-NA+PR) 1-j0-g) _ jBkm
Pr+2 1+ Bk Prt = =1 g (2622
aq ay Cc

Em relacdo a trajetéria temporal de p, o valor de equilibrio intertemporal sera

dado pela solucao particular da Equacao (2.6.22), isto é

¢ _Jpkm_ 2.6.23
_1+a1+a2_ﬁkj - (2.6.23)

p
que, assim como foi visto no modelo em tempo continuo, a taxa de equilibrio da inflagdo

€ exatamente igual a taxa de expansdo monetaria. Completando a analise,

dependendo das grandezas relativas de a? e 4a,,
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& 2 4a, & [1+gj+ (1 - DA+ B 2 4[1- (1 - 9](1+pl). (26.24)
Em relacao a trajetoria temporal de U, da taxa de desemprego, precisamos fazer
uma série de substituicbes. Assim,
1+ Bk)Uiy1 — Uy = k(e —T —m) + kgry,,, (2.6.25)

A+ Pk)Uso — 2+ BK)Upyy + U = kg(mfyz — Tigy), (2.6.26)

A+ BR)Usz — 2+ PI)Upp1 + U = kgj(Pes1 — Tepr)- (2.6.27)

Lembrando que, pela Equacéo (2.6.16),

kpt-l—l = Ut+1 - Ut + km, (2628)

também é possivel manejar a equacao (2.6.16) pela multiplicacdo por (—kj) todos os

termos, inclusive deslocando a frente o indice no tempo. Dessa forma, teremos que

—kjgmi1 = —kjpesr + kjla —T) — BkjUeyq
= —j(Uiy1 — U +km) + kj(a —T) — BkjUs4q (2.6.29)
= —j(1+ Bk)Upyy + jU, + kj(a — T — m).
E visivel que este Gltimo resultado expressa p,.; € m¢,, em termos de U, permitindo-

nos obter a equacdao de diferencas apenas na variavel da taxa de desemprego. Assim,

1+gj+ @ —-)NA+pBk) 1-jl-9)  Kkla-T—-(1-g)m
Utz = 1+ Bk Uit — g Ue= 1+ Bk (2.6.30)
ay a d

E possivel identificar, nesta Ultima equacdo, que o resultado é praticamente
idéntico a versao diferencial, embora o termo constante seja diferente, fazendo com
que as solucdes particulares sejam diferentes. Neste caso, é importante que o
resultado, de fato, seja diferente, porque ndo ha nenhuma razao inerente para esperar
gue a taxa de equilibrio intertemporal do desemprego seja a mesma que a taxa de
equilibrio da inflacdo (CHIANG & WAINWRIGHT, 2006).

Por fim, também é possivel destacar que a taxa de equilibrio intertemporal do

desemprego é dada por
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7= %[a —T—(1-g)m] (2.6.31)

e, também, que a taxa de equilibrio da inflacdo € p = m, podendo-se ligar, desta forma,

U a p pela equacgao

U= %[a -T-1-9)p]. (2.6.32)

Estes fatos sdo destacados por Chiang & Wainwright (2006) como de suma
importancia, pois essa equacdo diz respeito as taxas de equilibrio de desemprego e

inflacéo, representando uma relacao de Phillips de longo prazo.

3. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho buscou fazer uso do arsenal disponibilizado pelas equacfes
diferenciais e em diferencas como poderosos instrumentos para explicar fenbmenos
econdmicos. Teve como objetivo principal utilizar os elementos de mateméatica
necessarios para analisar um fendmeno importante na teoria macroeconémica, que

relaciona taxa de desemprego e inflacdo, a conhecida Curva de Phillips.

Utilizou-se uma metodologia de pesquisa cuja finalidade foi aplicar e explorar
conceitos tedricos da matematica pura em modelos econémicos nascidos da intuicéo
empirica. Assim, procedeu-se a coleta de dados através de um levantamento
bibliografico, de natureza quantitativa, revelando o caréater interdisciplinar e prético,

destacando a importancia pragmatica do esforco do trabalho.

Ao apresentar, em sequéncia, 0s conceitos e definicdbes sobre as equacbes
diferenciais, buscou-se revelar as bases tedricas minimas para que se pudesse extrair
0s elementos aptos a serem utilizados nas analises seguintes. Os métodos de solucao
basicos de uma EDO de primeira e segunda ordem foram imprescindiveis para alcar o
necessario, tanto para facilitar a apresentacéo das equacdes de diferencas que foram
utilizadas, quanto para suas aplicacbes nos modelos macroecondémicos porgue, Como
foi ressaltado no inicio da exposicao, bastariam equacgdes de ordem menores para dar

amparo aos modelos tedricos.

Modelos em economia tem respaldo teorico na histéria do pensamento
econdmico e foi indispensavel a contextualizacado do fendmeno em estudo. Isto mostra

uma peculiaridade do fazer econdmico que, embora se utilizem de ferramentas



20

diversas, a modelagem se deu e, ainda se vale, de intuicdo e experiéncia sobre o
fendbmeno para que o objeto de estudo seja testado, verificado e convalidado para

alguma tomada de decisao.

O tratamento matematico, utilizando as ferramentas das equacdes dinamicas,
na analise do fenbmeno econdémico da relacdo de Phillips foi precedido de analise
estatistica, que estimou uma regressao sobre pontos de coordenadas, cruzando duas
varidveis. Mas, percebeu-se durante toda a analise que, quando os dados sao
insuficientes ou ausentes para utilizagdo de uma analise macroeconométrica, o poder
da determinacdo do equilibrio dinamico revela a vantagem de uma analise via

equacdes diferenciais e em diferencas, sejam elas deterministicas ou estocasticas.
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